Fourierrekker

Lad f vaere en funktion med periode 21T. f's Fourierraekke er

f(x): ¢y + Z(an cosnx + b, sinnx)

n=1

1 T

€ =7 I f(x)dx
1 VA

a, =—Jf(x)c0snxdx
72-—72'

b = ! | £(0)sinnx dx
7[—72'

Klassen af funktioner, som kan fremstilles pa denne form er ret omfattende.
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Eksempler

T T
1 fOl" _?<x<3

f(x)=

T V4
0 for —m<x<-% Z<x<nxm

f(x)=5+ Zzsm(m)cosnx

f(x)=x> forxe[-r,nx]

CoSnx

F(x): %z

f(xX)=1(x-2n7) x€e]n-N)r,2n+1)n|
f(x)=0 for x=Q2n+)r

f(x)=sinx —3sin2x ++sin3x —---



Fourier-udvikling af f(x)=x

N f(x)=x for —m<x<nx

(1)

J(x)= 22

sin nx




Cantor's Theory of Real Numbers

Uber die Ausdehmung eines Satzes aus der Theorie
der trigonometrischen Reihen.

[Math. Annalen Bd. 5, 8. 123—132 (1872).]

Georg Cantor
(1845 — 1918)



Convergence Four'ler' Series

Tt

“DaB zwei trigonometrische Reihen
;b + Y(a,sinnz 4 b,cosnz) und gby + 3(a,sinnz + b, cosn),

welche fiir jeden Wert von z konvergieren und dieselbe Summe haben, in
ihren Koeffizienten iibereinstimmen, habe ich im ,,Journal f. d. r. u. angew, -
Math. Bd. 72, 8.139* [hier IT 2, 8. 80] nachszuweisen versucht; in einer

auf diese Arbeit sich beziehenden Notiz habe ich a. a. 0. ferner gezeigt, daB
dieser Satz auch erhalten bleibt, wenn man fiir eine endliche Anzahl von

Werten des z entweder die Konvergenz oder die Uberemstlmmung der
Rethensummen aufgibt. |

Die hier beabsichtigte Ausdehnung besteht darin, daB fiir eine unendliche
Anzahl von Werten des z im Intervalle (0 . ..27) auf die Konvergenz oder
auf dle Ubereinstimmung der Reihensummen verzichtet wird, ohne dafl die

S ——

Gultlgkelt des Satzes a,ufhort




Real Numbers

Wenn ich von einer Zahlengrofie im weiteren Sinne rede, so geschieht es
zunéchst in dem Falle, daB eine durch ein Gesetz gegebene unendliche Reihe

von rationalen Zahlen
Ay, Gy, ... Gy, ... (1)

vorliegt, welche die Beschaffenheit hat, daB die leferenz Byt gy — @p I
wachsendem n unendlich klein wird, was auch die positive ganze Zahl m sei,.
oder mit anderen Worten, dall bei beliebi g angenommenem (posn;lven ﬂ'.-
tionalen) ¢ eine ganze Zahl n, vorhanden ist, so dafB3 ]an m O] < &, wenn.'-‘
n = n, und wenn m eme be 1eb1ge 031t1ve DANLE. @wahl ist. T ”
Diese Beschaffenheit der Reihe (1) drucke ich in den Worten aus:.,,Die
Reihe (1) hat_eine bestimmte Grenze b. | | —

VednVn 2 nVm :‘a%m —-a,

e ——

Die Gesa,mthmt der ZahlengroBen b moge durch B bezelchnet Welden



Further Constructions

Das Gebiet B ergab sich aus dem Gebiete 4; es erzeugt nun n analo loger
Welse in Gememscha,ft m1t dem Geblete 4 ein neues Geblet C.

Wahrend swh nun dle Geblete B und A S0 zuemander Verhalten daﬁ

e ik Cipgaen, |

werden kann, stellt es smh ‘hier heraus da,B sowohl ]edes b emem c, Wle auch

it A b e e 1

umgekehrt jedes ¢ einem b gleichgesetzt werden kann.

The domain C — constructed from B - does not contain any new objects
C=B



Finite Series of Constructions

Aus dem Gebiete (' und den vorhergehenden geht analog ein Gebiet D,
“aus diesen ein E hervor usw.; durch A solcher Ubergiinge (wenn ich den
Uberganig von 4 zu B als den ersten ansehe) gelangt man zu einem Gebiete L .
von Zahlengrofen. Dasselbe verhalt s.ich,”\-velnn man die Kette der Definitionen
fiir Gleich-, GroBer- und Kleinersein und fiir die Elementaroperationen von
Gebiet zu Gebiet vollzogen denks, zu den vorhergehenden, mit AusschluB
von 4 so, daB eine Zahlengroﬁe | stets gleichgesetzt werden kann elner
Zahlengroﬂe k, 1,... ¢, b und umgekehrt.



Number, Value and Limit of Kind A

Auf die Form solcher Glelchsetzungen lassen smh d1e Resultate der Ana-

R T s

.....

Es scheint sachgemaB ‘wenn eine /ahlengroﬁe im Gebiete L gegeben}'
ist, sich des Ausdruckes zu bedienen: ste 1st als Zahlengmﬁe Wefrt oder Grenze
Ater A):t gegeben, woraus ersichtlich ist, daB ich mich der Worte Zaklefngro/.?e

St o

Wert und Grenze im allgemeinen in gleicher Bedeutung bediene.

Within the system L of numbers of kind A the algebraic equation

F(£L,. LP)=0
makes sense. It can be translated into relations between systems of series of
rational numbers.



The Real Line

Hat diese Entfernung zur MaBeinheit ein. rationales. lle.rhaltms, _ﬁu_md
sm durch eine Zahlengrofle des Gebietes 4 ausgedriickt; im andern Falle ist
es, wenn der Punkt etwa durch eine Konstruktion bekannt ist, immer moghch
eine Reihe

Ay, Ggy vos Gy oo 45}

anzugeben, welche die in § 1 ausgedriickte Beschaffenheit und zur fraglichen
Entfernung eine solche Beziehung hat, daB die Punkte der Geraden, denen
die Entfernungen a,, a,, . . . @,, . . . zukommen, dem zu bestimmenden Punkte
mit wachsendem »n unendlich nahe riicken. ‘

Dies driicken wir so aus, da8 wir sagen: Die Enifernung des zu bestimmenden

 Punltes von dem Punkte o 18t gleich b, wo b die der Reihe (1) entsprechende
ZahlengroBe 1st.

Q?:
v
o



The Real Line

~ Dee Punkte einer geraden L1n1e werden dadurch begrifflich bestlmmt'
dall man unter Zugrundelegung einer MaBeinheit thre Abszissen d. b, ihre Ent
fernungen von einem festen Punkte o der geraden Linie mit dem + oder
— Leichen angibt, je nachdem der betreffende Punks in dem (vorher f1x1erten)=.
posttiven oder negativen Teile der Liriie von o aus Liegt.




The Axiom of Completeness

Dal nun ebenso auch dje.ZahlengriBen . der_Gehiete C, D, ... befahlgt
sind, bekamlte > Entfernungen zu bestimmen, ergibt sich ohne Schw1en5ke1t
Um aber den in diesem § dargelegten Zusammenhang der Gebiete der in § 1
definierten ZahlengroBen mit der Geometrie der geraden Linie vollsténdig zu
" machen, ist nur noch ein Aziom hinzuzufiigen, welches einfach darin besteht,
daB auch umgekehrt zu jeder Zahlengroﬂe ein bestimmter Punkt der Geraden

gehort, dessen Koordinate gleich ist jener Zahlengroﬁe und zwar in dem Smne
glelch wie solches in dJesem § erklart erdl

ST TR

Tch nenne diesen Satz ein % weil es in seiner Natur 11 £t mcht all—

g .\...nn.,..... e

.;. L

gemeln bewelsbar zu sein. R

- - - . —_— = - -

A point on the real line is then called a number of kind A when it
is determined by a series of kind A .



Point Sets

Eine gegebene endliche oder unendliche Anzahl von ZahlengroBen nenne
ich der Kiirze halber eine Wertmenge und'dem entsprechend eine gegebene
endliche oder unendliche Anzahl von Punkten einer Geraden eine Punki-
menge. Was im folgenden von Punktmengen ausgesprochen wird, 1iBt swh
dem gesagten gemi unmittelbar auf Wertmengen iibertragen.




Limit Points

Wenn in einem endlichen Intervalle eine Punktmenge gegeben ist, so ist
mit 1hr im a.llgememen eine zweite Punktmenge, mit dieser im allgemeinen
eine dritte usw. gegeben, welche fiir die Auffassung der Natur der ersten
Punktmenge wesentlich sind. | |

Um diese abgeleiteten Punktmengen zu definieren, haben wir den Begriff
Grenzpunkt [, H aufungsmnk “] einer Punkimenge vorauszuschicken.

a is a limit point of P ¢ There are infinitely many points from P in
every neighbourhood of a

Unter elinem ,,Grenzpunkt einer Punktmenge P* verstehe ich einen Punkt
der Geraden von solcher Lage, dal in \ jeder Umgebung desselben unendlich
viele Punkte aus P sich befinden, wobei es vorkommen kann, daB er auBer-
dem selbst zu_der Menge gehért. Unter ,,Umgebung eines Punktes® sei aber
hier ein jedes Intervall verstanden, welches den Punkt in seinem Innern hat:




Bolzano-Weierstrass's Theorem

Cantor states Bolzano-Weierstrass’s theorem which

says that every bounded infinite set of points on the real
line has a limit point.

Darnach 1st es leicht zu beweisen, dafl eine aus einer unendlichen Anzahl
von Punkten bestehende [,,beschrinkte’] Punktmenge stets zam wenigsten
einen Grenzpunkt hat.

v
o



Point sets of v'th kind

Es ist nun ein bestimmtes Verhalten eines jeden Punktes der Geraden
zu einer gegebenen Menge P, entweder ein Grenzpunkt derselben oder kein
solcher zu sein, und es ist daher mit der Punktmenge P die Menge ihrer
Grenzpunkte begrifflich mit gegeben, welche ich mit P’ bezeichnen und ,,die
erste abgeleitete Punkimenge von P nennen will.

Besteht die Punktmenge P’ nicht aus einer blo8 endlichen Anzahl von
Punkten, so hat sie gleichfalls eine abgeleitete Punktmenge P"’, ich nenne
sie die 2weite abgeleitete von P. Man findet durch v solcher Uberga,nge den
Begrlff der y*" ab_gelelteten Punktmenge P* vyon P.

As examples Cantor mentions that the 1’st derived set of the
rational points in [0,1] is the real interval [0,1], and that

1,1/2,1/3,...1/n,...Y = {0}

A point set P is of kind v & P(¥) is finite.



Point Set of Kind v

A point of kind ¥ may determine a point set of kind v

- Ein Beispiel einer Punktmenge »** Art bietet schon ein eingelner Punkt
~ dar, wenn seine Abszisse als Za.hlengroBe v*T Art, welche gewissen, leicht
- festzustellenden Bedingungen geniigt, gegeben ist. Lost man némlich alsdann
¢ diese ZahlengroBe in die Glieder (» — 1)*" Art der ihr entsprechenden Reihe
- auf, diese Glieder wieder in die sie konstituierenden Glieder (» — (v —2)*" Art usw.
80 erhilt man zuletzt eine unendliche Anzahl rationaler Zahlen; denkt
man_sich die diesen Zahlen entsprechende Punktmenge, so 18t dieseibe von

der ¥ Artl,

1 DaB dies nicht stets der Fall ist, mochte vielleicht noch ausdriicklich hervor-
gehoben zu werden verdienen. Im allgemeinen kann die auf jene Weise aus einer Zahlen-
groBe yter Art hervorgehende Punktmenge sowohl von niederer wie auch von héherer
als der »ten Art oder selbst gar nicht von bestimmter Art sein. :



Uendelige serier af afledede
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Maengder

Unter einer “Menge” verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m unsrer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die “Elemente” von M genannt werden) zu
einem Ganzen.

(G. Cantor: Beitrage zur Begrindung der transfiniten Mengenlehre, Math. Annalen, Bd. 46, 1895)

M = {m‘E(m)}

Pz{m‘meretprimtal} S5eP

0= {r‘ r er et rationelt tal}z {%‘ p et helt tal, q et naturligt tal} 2eQ
C= {(x,y)‘x2 +y° = rz}

Akvipotens: To mangder M og

N er eekvipotente, hvis, og kun -
hvis, der findes en en-en- [
korrespondance mellem

elementerne i de to maengder



Akvipotens

v

Maengden af de naturlige tal N er aekvipotent med maengden af de
hele tal Z, som er aekvipotent med maengden af de rationelle tal Q.
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Endelige og teellelige maengder

Endelig: En maengde A er endelig, safremt der findes et naturligt
tal n, sa A er eekvipotent med N_={0,1,...,n-1}

Taellelig: En maengde A er teellelig, safremt A enten er endelig
eller aekvipotent med maengden af de naturlige tal N.

Uendelig: En maengde A er uendelig, safremt A ikke er endelig.

N (de naturlife tal), Z (de hele tal) og Q (de rationelle tal) er
uendelige men teellelige maengder.

R (de reelle tal) er en uendelig men ikke teellelig maengde.



Maengden af uendelige binzere fglger er
ikke teellelig

i <ho
ATy dy Ay dy- a; & 0,1
_ W
3= d3, dy Az dyycce
: AW
b,=1-a.,

Folgen (b,) kan ikke veere med | nummereringen (a,),
Idet

b,=1-a,#a.,



Maengden af de reelle tal er ikke taellelige

C,=10,1]
C, .1 = Fjeern den miderste tredjedel | alle intervallerne i C,, dvs.
erstat alle intervaller [a,b] i C,, med felgende to intervaller
V[a,b] = [a,a+1/3(b-a)]
H[a,b] = [a+2/3(b-a),b]

Svarenden til en bineer falge c, definer falgen (F_,, F
lukkede intervaller

Fe, ...)af

c1’

F. o, =10.]
_|\VE, hvis c¢(n)=0
U\ HF, hvis ce(n) =1



Maengden af de reelle tal er ikke teellelige 2

Funktionen f fra maengden af binzere fglger ind i de reelle tal defineres
ved

fe)=F.,

Cantors mangde defineres som

c=()c,

n=0

Funktionen f er en en-en-korrespondance mellem mangden af
bingere fglger og Cantors maengde.

Da C er en delmaengde af R og C er akvipotent med maengden af
binzere falger, som ikke er teellelig, kan R heller ikke vaere teellelig.



Det reelle talsystem

Transcendente tal

‘ Beregnelige reelle tal
‘ Algebraiske tal

‘.’ Rationelle tal

Hele tal

A

Naturlige tal

Transcendente tal = Relle tal der ikke er algabraiske
Maengden af beregnelige tal er teellelig

Maengden af transcendente tal er ikke teellelig

7, Y 0g e er transcendente tal y = ,{E{,}(Z% —logn)
k=1
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