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Eksempler 



Fourier‐udvikling af f(x)=x 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Fraktaler 

Hilbert 
Mandelbrot 

Feigenbaum  Lorenz 



Lorenz‐Ligningerne 

σ = 10 

β = 8/3   

ρ =28 



LogisLsk vækst 

x -> rx(1-x) 



Mandelbrots fraktal 

z -> Pc(z) = z2+c 

0-> Pc(0) ->Pc(Pc(0))-> … 



Sammenhæng mellem Mandelbrot og 
Feigenbaum fraktalerne 

z -> Pc(z) = z2+c 

x -> rx(1-x) 



Endelige og tællelige mængder 

Endelig: En mængde A er endelig, såfremt der findes et naturligt tal n, 
så A er ækvipotent med Nn={0,1,…,n‐1} 

Tællelig: En mængde A er tællelig, såfremt A enten er endelig eller 
ækvipotent med mængden af de naturlige tal N. 

Uendelig: En mængde A er uendelig, såfremt A ikke er endelig. 

N (de naturlige tal), Z (de hele tal) og Q (de raLonelle tal) er uendelige 
men tællelige mængder. 

R (de reelle tal) er en uendelig men ikke tællelig mængde. 



Mængden af uendelige binære følger er ikke 
tællelig 

a0= 

a1= 

a2= 

a3= 
. 
. 
. 

bn=1‐ann 

Følgen (bn) kan ikke være med i nummereringen a0, a1, a2, … 

Thi, hvis (bn) = an, så ville vi have 

bn = 1‐ann = ann 

hvilket er en modstrid. 



Mængden af de reelle tal er ikke tællelige 

C0 = [0,1] 

Cn+1 = Fjærn den miderste tredjedel I alle intervallerne i Cn, dvs. 

erstat alle intervaller [a,b] i Cn med følgende to intervaller 

 V[a,b] = [a,a+1/3(b‐a)]   

 H[a,b] = [a+2/3(b‐a),b] 

Svarenden Ll en binær følge c, definer følgen (Fc0, Fc1, Fc2, …) af lukkede 
intervaller 



Mængden af de reelle tal er ikke tællelige 2 

Funktionen f fra mængden af binære følger ind i de reelle tal defineres 
ved 

Cantors mængde defineres som 

Funktionen f er en en-en-korrespondance mellem mængden af 
binære følger og Cantors mængde. 

Da C er en delmængde af R og C er ækvipotent med mængden af 
binære følger, som ikke er tællelig, kan R heller ikke være tællelig. 



Det reelle talsystem 

Transcendente tal 

Beregnelige reelle tal 

Algebraiske tal 

Rationelle tal 

Hele tal 

Naturlige tal 

Transcendente tal = Relle tal der ikke er algabraiske 

Mængden af beregnelige tal er tællelig 

Mængden af transcendente tal er ikke tællelig 

π, γ og e er transcendente tal 



Limit Points 

a is a limit point of P ↔ There are infinitely many points from P 
in every neighbourhood of a 



Point sets  of ν’th kind 

As examples Cantor mentions that the 1’st derived set of the 
rational points in [0,1] is the real interval [0,1], and that 

{1,1/2,1/3,…,1/n,…}’ = {0} 

A point set P is of kind ν⇔ P(ν)  is finite. 



Uendelige serier af afledede 

… 



Ordinaltallene op Ll ω2 



Ordinaltallene op Ll ωω 



Velordning 

S 

a 



Klassen af Ordinaltal 



Inkonsistente Mangfoldigheder 



Kardinaltal 



Kardinaltal fortsat 



Cantors Hovedproblemer 

1.  Kan de reelle tal velordnes? 

2.  Kontinuumshypotesen: Findes der mægtigheder mellem de rationelle 
tal og de reelle tal? 

3.  Generelle Kontinuumahypotese: Findes der for en vilkårlig uendelig 
mængde M mægtigheder mellem M og P(M)? 



Strukturelle Aksiomer 



Eksistensaksiomer 



KonstrukLonsaksiomer 



KonstrukLonsaksiomer 



Udvalgsaksiomet 



Zermelos formulering af udvalgsaksiomet 

Det foreliggende bevis beror på den forudsætning, at overdækningen 
 eksisterer, altså på det princip, at også for en uendelig samling af 
mængder findes der alLd Llordninger, som Ll hver mængde Llordner 
et at dens elementer, eller formelt udtrykt, at produktet af en uendelig 
samling mængder, som hver mindst har et element, selv er forskellig 
fra nul [den tomme mængde]. Dele logiske princip lader sig ikke føre 
Llbage Ll et endnu simplere princip, men bliver uden betænkelighed 
anvendt overalt i den matemaLske dedukLon. 
E. Zermelo. Beweis, daß jede Menge wohlgeordnet werden kann.  Math. Ann., 59 (4), 1904, p. 516 

For enhver ikke-tom mængde M er det muligt at finde en 
udvalgsfunktion f defineret på P(M)\Ø, hvor f(A) er element i A. 



Gödels og Cohens Resultater 

Zermelo-Fraenkels mængdelære består af aksiomerne ZF1-ZF9 og 
betegnes ZF. 

Udvalgsaksiomet = ZF10 = AC 

Kontinuumshypotesen: Der er ingen mægtigheder mellem Q og R 

Den generaliserede kontinuumshypotese: Der er ingen mægtigheder 
mellem M og P(M). Betegnes GH. 

Både AC og GH er uafhængige af ZF. Det betyder: Hvis ZF er 
konsistent, så han AC, GH, -AC og –GH tilføjes til ZF uden at der 
opstår en modstrid. 



Banach‐Tarskis Paradoks 

En kugle kan opdeles i endelig mange dele, som så kan sættes 
sammen til to kugler, der er kongruente med den oprindelige 
kugle. 

Anden udgave: Det er muligt at finde to kongruente ”figurer”, A 
og B, på en kugleoverflade, hvor man fra A kan fjerne uendelig 
mange punkter, så B og den modificerede A-figur fortsat er 
kongruente. 



KonLnuitet og følgekonLnuitet 

En reel funktion f er kontinuitet i x0, såfremt der gælder  

En reel funktion f er følge-kontinuitet i x0, såfremt der for en vilkårlig 
talfølge (xn) -> x0 gælder (f(xn)) -> f(x0)  

Hvis udvalgsaksiomet gælder, er de to former for kontinuitet identiske. 

Hvis udvalgsaksiomet er falsk, er de to former for kontinuitet ikke 
identiske. 



Yderligere Konsekvenser af AC 

•  Ethvert vektorrum har en basis 

•  Produktmængden af ikke-tomme mængder er ikke tom 

•  Zorns lemme: Hvis enhver kæde i en partielt ordnet mængde har 
en øvre grænse, så har mængden et maksimalt element. 

•  Hahn-Banachs sætning: En lineær funktional, defineret på et 
delrum af et vektorrum, som er begrænset af en seminorm, kan 
udvides til en lineær funktional, begrænset af samme seminorm, 
på hele rummet. 

•  Eksistens af ikke-trivielle ultrafiltre. 


