Udvalgsaksiomet

Onsdag den 18. november 2009
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Logistisk vaekst

X -> rx(1-x)




Mandelbrots fraktal

z->P(z) = z%+C
0-> PC(O) '>PC(PC(O))'>
M={ceC:dseR,¥VneN,|P0) < s}.




Sammenhang mellem Mandelbrot og
Feigenbaum fraktalerne
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z -> P(z) = z?+c

X => rx(1-x)




Endelige og tzellelige maangder

Endelig: En maengde A er endelig, safremt der findes et naturligt tal n,
sa A er kvipotent med N _={0,1,...,n-1}

Teellelig: En meaengde A er taellelig, safremt A enten er endelig eller
xkvipotent med mangden af de naturlige tal N.

Uendelig: En maengde A er uendelig, safremt A ikke er endelig.

N (de naturlige tal), Z (de hele tal) og Q (de rationelle tal) er uendelige
men teellelige maengder.

R (de reelle tal) er en uendelig men ikke teellelig maengde.



Mangden af uendelige binzere felger er ikke
tellelig
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a= dyy dy dyp dyg-ce

= dyy Ay dyy dyz - alJ = O’l
_ W
3= 43, dy Az dzycce
AW
b =1-a

Folgen (b,) kan ikke veere med i nummereringen a,, a,, a,, ...
Thi, hvis (b,) = a,, sa ville vi have
bn = 1_ann =dn

hvilket er en modstrid.



Maengden af de reelle tal er ikke tallelige

C,=[0,1]
C,.1 = Fjeern den miderste tredjedel | alle intervallerne i C_, dvs.
erstat alle intervaller [a,b] i C, med fglgende to intervaller
V[a,b] = [a,a+1/3(b-a)]
H[a,b] = [a+2/3(b-a),b]

Svarenden til en binzer fglge c, definer fglgen (F,, F.,, F,, ...) af lukkede
intervaller

F,, =[0,1]
VE,  hvis c(n)=0
' VHE,  hvis c(n) =1



Mazaengden af de reelle tal er ikke tzellelige 2

Funktionen f fra maengden af binzere fglger ind i de reelle tal defineres
ved

7 =F.,

Cantors maengde defineres som

Funktionen f er en en-en-korrespondance mellem maengden af
binzere fglger og Cantors maengde.

Da C er en delmaengde af R og C er aekvipotent med maengden af
binzere faglger, som ikke er teellelig, kan R heller ikke veere teellelig.



Det reelle talsystem

Transcendente tal

‘ Beregnelige reelle tal
‘ Algebraiske tal

‘.' Rationelle tal

Hele tal

“ Naturlige tal

Transcendente tal = Relle tal der ikke er algabraiske
Maengden af beregnelige tal er teellelig
Maengden af transcendente tal er ikke teellelig

7, Yy 0g e er transcendente tal y = lim(§% —logn)
n—0 ~f



Limit Points

Wenn in einem endlichen Intervalle eine Punktmenge gegeben ist, so ist
mit 1hr im allgememen eine zweite Punktmenge, mit dieser im allgemeinen
eine dritte usw. gegeben, welche fiir die Auffassung der Natur der ersten
Punktmenge wesentlich sind. | | |

Um diese a.bgelelteten Punktmengen zu definieren, haben wir den Begriff
Grenzpunkt [, Haufungspunkt] eimer Punktmenge vorauszuschicken.

a is a limit point of P <» There are infinitely many points from P
in every neighbourhood of a

Unter einem ,,Grenzpunkt einer Punktmenge P* verstehe ich einen Punkt
der Geraden von solcher Lage, da in jeder Umgebung desselben unendlich
viele Punkte aus P sich befinden, wobei es vorkommen kann, daB er auBer-
dem selbst zu der Menge gehért. Unter ,,Umgebung eines Punktes* sei aber
h'ier‘ein jedes Intervall verstanden, welches den Punkt n seinem Innern hat.:




Point sets of v'th kind

Es ist nun em bestimmtes Verhalten eines jeden Punktes der Geraden
zu einer gegebenen Menge P, entweder ein Grenzpunkt derselben oder kein
solcher zu sein, und es ist daher mit der Punktmenge P die Menge ihrer
Grenzpunkte begrifflich mit gegeben, welche ich mit P’ bezeichnen und ,,die
erste abgeleitete Punkimenge von P* nennen will.

Besteht die Punktmenge P’ nicht aus einer blof endlichen Anzahl von
Punkten, so hat sie gleichfalls eine abgeleitete Punktmenge P”', ich nenne
sie die zweile abgeleitete von P. Man findet durch v solcher Ubergaxige den
Begrlff der y*" abgeleiteten Punktmenge P® von P.

As examples Cantor mentions that the 1’st derived set of the
rational points in [0,1] is the real interval [0,1], and that

11,1/2,4/3,...,1/n,...} = {0}

A point set P is of kind v& PV is finite.



~

Uendelige serier af afledede

~

~

P

© _ ﬂp(ﬂ)

= (P

W N = O
[ | | I
> =
[SSY
Hr_J

;+1=nU§&
:a)={0,12 }

w+1=

w+w=LJw+n oo —0 > 00 0o ——0
n<w

a)w

U B2 0)

*—o—0——0

e—oo——0

*—0o @& — 06— 0

oo o o > =---



Ordinaltallene op til w?

w= {(%)”‘n = ()’1,2’...}»
w+l= {_(%)"‘n = 0,1,2,...}0 {)}
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Ordinaltallene op til w®
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Velordning

Der er en naturlig ordning pa de kendte talsystemer N, Z, ) og R, idet
o g A “w U8
a < b hvis, og kun hvis. b — a er positiv og forskellig fra 0
renerelt siges mangden M at vaere ordnet ved relationen < safremt der for alle
Generelt mangden M at Inet ved relationen = safremt der for all
a. b.ci M gaelder

= a (1)
a=<bAnb<a = a=0hb (2)
a=bAb=<c = a=<c (3)
(4)
Ordningen siges endvidere at vaere fotal, safremt
a<bvb=<ava=5b (5)

Ordningen kaldes en vel-ordning. safremt enhver ikke-tom delmaengde af M har et
mindste element, dvs.

¥YSC M[S#0 = 3a¥z € S(a <X z)| (6)




Klassen af Ordinaltal

Klassen af alle ordinaltal betegnes On. Bemszrk at vi ikke kalder On en
mengde. Det henger sammen med, at var On en mengde, ville On, som er
samlingen af alle ordinaltal, igen vere et ordinaltal. Men sa ville der vere et
ordinaltal stgrre en On, nemlig On + 1, hvilket ville veere en modstrid. Dette
tilsyneladende paradoks kalder Burali-Fortis paradoks.

Det er en udbredt opfattelse, at dette paradoks blev formuleret af Cesare Burali-
Forti 1 artiklen Burali-Forti [1897]. Men som Gregory H. Moore viser 1 Moore
[1978] er dette 1kke tilfzeldet.

Cantor var selv klar over, at klassen af alle ordinaltal, On, ikke kunne betragtes
som en egentlig mengde. I et brev til Richard Dedekind (1831-1916) den 28. juli
1899 indferte Cantor en distinktion mellem egentlige maengder eller totaliteter og
inkonsistente totaliteter. Cantor skriver:

Hvis vi gar ud fra begrebet om en bestemt mangfoldighed (et sys-
tem, et indbegreb), sa har det for mig vist sig ngdvendigt at skelne
mellem to slags mangfoldigheder (jeg mener altid bestemmfe mang-

foldigheder) R



Inkonsistente Mangfoldigheder

En mangfoldighed kan nemlig vere sadan beskaffen, at antagelsen
om en ‘samvaeren’ af alle dens elementer forer til en modstrid, sa det
er umuligt at opfatte mangfoldigheden som en enhed, som ‘en feerdig
ting’. Den slags mangfoldigheder kalder jeg absolut uendelige eller
inkonsistente mangfoldigheder °

En egentlig mengde defineres saledes:

Nar derimod en mangfoldigheds samling af elementer kan tenkes
som vaerende sammen, sa det er muligt at sammenfatte dem til “een
ting”, sa kalder jeg den en konsistent mangfoldighed eller en “maengde”.’



Kardinaltal

Foruden ordinaltallene, der, som navnet antyder, er ordnede objekter, intro-
ducerede Cantor ogsa kardinaltallene. Nar der er tale om endelige tal, dvs. de
naturlige tal, er der ingen forskel pa ordinal- og kardinaltal. Men for uendelige tal
er der en afgorende forskel. Cantor indforer det forste uendelige kardinaltal som
magtigheden af mangden af naturlige tal. Dette tal betegnes

No

dvs.

No = |N|
Det nzeste uendelige kardinaltal betegnes

Ny



Kardinaltal fortsat

V1 far saledes en uendelig folge af kardinaltal
NO! Nla N?a T
Denne folge kan fortsettes langs alle ordinaltal

Noaz\\lvz\\zw"' 7Nw‘"' ,Na

14

Klassen (eller systemet, som Cantor sagde) af alle N-er betegnede Cantor med det
hebraiske bogstab 1. Denne klasse var ogsa en inkonsistent mangfoldighed:

Systemet 7 af alle aleffer
N, Ny, No, - -+ [N, -+

danner en storrelsesordning, som er homomorf med systemet {2 [Can-
tors betegnelse for On], og dermed ogsa er en inkonsistent absolut
uendelig folge 8



Cantors Hovedproblemer

. Kan de reelle tal velordnes?

. Kontinuumshypotesen: Findes der maegtigheder mellem de rationelle
tal og de reelle tal?

. Generelle Kontinuumahypotese: Findes der for en vilkarlig uendelig
maengde M maegtigheder mellem M og P(M)?



Strukturelle Aksiomer

ZF1: Ekstensionalitetsaksiomet.
To mengder a og b er identiske, hvis, og kun hvis, de har de samme ele-
menter.

Yavbla = b« Yr(r € a — x € b)]

Z¥2: Funderingsaksiomet Det er ikke muligt 1 nogen mangde a at finde
en uendelig nedadstigende kaede

g &I € Ig € a
af elementer 1 a, hvilket kan udtrykkes formelt saledes

Va[Fxr(x € a) — Jr(x € a N Vy(y & x))]



Eksistensaksiomer

ZF3: Den tomme mangde. Der findes en mangde a uden elementer
JavVr[r € a « x # 1]

Den tomme mengde er entydigt bestemt og betegnes ().

Z¥4: Uendelighedsaksiomet. Der findes en mengde a, 1 hvilken der er en
opadstigende kede

IrpEry eIy - a
af elementer. Formelt kan det udtrykkes saledes

Ja[Fr € a ANVr[r € a— Tyly € aNx € y)]



Konstruktionsaksiomer

ZF5: Par-aksiomet. Hvis a og b er mangder, sd er {a, b} ogsd en maengde.
Det vil sige, at funktionen

(a,b) — {a,bj
er veldefineret. Dette kan udtrykkes formelt pa denne made
YavbIAcVr[r € c = x=a Nz =]

Z¥6: Foreningsmzengdeaksiomet. Hvis a er en mengde af mengder, sa
kan man danne en mengde bestaende af foreningen af alle mengderne 1 a.
Det vil sige, at funktionen

a+— U a

er veldefineret. Formelt kan vi udtrykke det saledes
YadcVr[r € ¢ — Fyly € a N x € y)]
ZF7: Potensmaengdeaksiomat. Til enhver maengde a kan vi danne potens-

mengdenmengden P(a), som bestar af alle delmaengder af a. Det vil sige,
at funktionen

a+— Pla)
er veldefineret. Formelt udtrykkes det ved

Va3dcvr[r € ¢ — x C a)



Konstruktionsaksiomer

Z¥8: Delmaengdeaksiomet. Antag, at mengden a allerede er dannet, og
at () er en veldefineret formel. Da kan vi danne mangden {x | = &
a A @(x)}. Det vil sige, at funktionen

a—{r|r€ahep(x)}
er veldefineret. Det formelle aksiom er
YadcVz[r € ¢ — x € a A p(x)]

ZF9:Adskillelsesaksiomet. Hvis mengden a allerede er dannet, og (x, )
definerer en funktion pa a, da kan vi danne billedmaengden

{y | 3r € ap(x,y)}
Formelt formuleres aksiomet saledes

ValVx € adlyp(z,y) — Ib(Vy(y € b — Fx € ap(x,y)))]



Udvalgsaksiomet

ZF10: Udvalgsaksiomet. Hvis a er en mengde af mengder, som alle er ikke-
tomme og disjunkte, sd findes der en mengde b, som bestar af netop eet
element fra hver af mengderne 1 a

ValVi[rea—c#O0AYVy(lyez =Ny =0V x =y)]
— IbVrIv(z € z — bNx = {v})]



Zermelos formulering af udvalgsaksiomet

Det foreliggende bevis beror pa den forudsaetning, at overdaekningen
eksisterer, altsa pa det princip, at ogsa for en uendelig samling af
maengder findes der altid tilordninger, som til hver maengde tilordner
et at dens elementer, eller formelt udtrykt, at produktet af en uendelig
samling maengder, som hver mindst har et element, selv er forskellig
fra nul [den tomme maengde]. Dette logiske princip lader sig ikke fgre
tilbage til et endnu simplere princip, men bliver uden betankelighed

anvendt overalt i den matematiske deduktion.
E. Zermelo. Beweis, dal} jede Menge wohlgeordnet werden kann. Math. Ann., 59 (4), 1904, p. 516

For enhver ikke-tom maengde M er det muligt at finde en
udvalgsfunktion f defineret pa P(M)\Q, hvor f(A) er element i A.



Godels og Cohens Resultater

Zermelo-Fraenkels mangdelaere bestar af aksiomerne ZF1-ZF9 og
betegnes ZF.

Udvalgsaksiomet = ZF10 = AC
Kontinuumshypotesen: Der er ingen maegtigheder mellem Q og R

Den generaliserede kontinuumshypotese: Der er ingen maegtigheder
mellem M og P(M). Betegnes GH.

xn+1 = zxn

Bade AC og GH er uafhaengige af ZF. Det betyder: Hvis ZF er
konsistent, sa han AC, GH, -AC og —GH tilfgjes til ZF uden at der
opstar en modstrid.



Banach-Tarskis Paradoks

-»“"’

En kugle kan opdeles i endelig mange dele, som sa kan saettes
sammen til to kugler, der er kongruente med den oprindelige
kugle.

Anden udgave: Det er muligt at finde to kongruente “figurer”, A
og B, pa en kugleoverflade, hvor man fra A kan fjerne uendelig
mange punkter, sa B og den modificerede A-figur fortsat er
kongruente.



Kontinuitet og fglgekontinuitet

En reel funktion f er kontinuitet i x,, safremt der gaelder

Ve > 036 >OVxQx—x0‘<6 :‘f(x)—f(x0‘<8)

En reel funktion f er falge-kontinuitet i x,, safremt der for en vilkarlig
talfglge (x,) -> X, geelder (f(x,)) -> f(x;)

Hvis udvalgsaksiomet geelder, er de to former for kontinuitet identiske.

Hvis udvalgsaksiomet er falsk, er de to former for kontinuitet ikke
identiske.



Yderligere Konsekvenser af AC

Ethvert vektorrum har en basis
Produktmaengden af ikke-tomme maengder er ikke tom

Zorns lemme: Hvis enhver kaede i en partielt ordnet maengde har
en gvre graense, sa har maengden et maksimalt element.

Hahn-Banachs saetning: En lineaer funktional, defineret pa et
delrum af et vektorrum, som er begraenset af en seminorm, kan
udvides til en lineeer funktional, begraenset af samme seminorm,
pa hele rummet.

Eksistens af ikke-trivielle ultrafiltre.



