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Hvorfor aksiomatiserer vi i matematikken?
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Situationen i 1800-tallets matematik

¥ Indivisibler plagede f.eks. Bolzano, men status af de reelle tal
blev mere og mere afklaret (Bolzano, Cauchy, Dedekind,
Cantor, Weierstrass)

¥ Geometrien blev unders¿gt dybere (Pasch, Hilbert)

¥ Uendelige ikke-konstruktive metoder skabte resultater (eks.
Hilberts basiss¾tning)

¥ Weierstrass-funktionen var kontinuert men intet-steds
di!erentiabel

¥ Fraktaler sŒs som patologiske (Eks. Hilberts kurve,
Cantor-m¾ngden)

¥ Den naive m¾ngdel¾re kr¾vede detaljerede unders¿gelser
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Moritz Pasch (1841-1920)
Sikkerhed og begrundelse

Paschs aksiom (omskrevet). En linje,
som sk¾rer en kant af en trekant
(ikke i et hj¿rne), sk¾rer en af de to
¿vrige kanter.

30 Kant and Geometrical Schematism

ways. But, where schemata produce objects for mathematicsthey are not themselves
objects. As we shall see below, on KantÕs view there is only one source for mathe-
matical objects: Spatial objects. Thus to Kant, geometry concerns the properties of
objects constructed in pure intuition; the sum of the angles in a triangle, for exam-
ple. HilbertÕs geometry is on a level higherÑhis main concern is not to prove new
theorems about spatial objects. His investigation concerns the axioms. Thus Hilbert
also rejects KantÕs thesis that the axioms are transcendental procedures which cannot
themselves be objects. To Hilbert axioms are true objects of another type and they
are studied by the axiomatic method

Nevertheless, geometry as such isnot seen as some formal and meaningless the-
ory with no content; HilbertÕs geometry is an investigation of how we conceptualize
space, thus Ò[t]his problem is tantamount to the logical analysis of our intuition of
spaceÓ (Hilbert; 1902a, 1)

Hilbert rejects KantÕs thesis, that schemata are not the objects of mathematics.
As he also raises questions about the existence of one and only one geometry, he
is positive towards the possibility that our conception of space is not necessarily
Euclidean. But as seen above, Hilbert does not, in general reject, the Euclidean use of
diagrams in reasoningÑbut we must be completely explicit about the Òexact know-
ledge and complete mastery of axioms which lie at the foundation of those ÞguresÓ
that we may want to use in our proofs. Thus he includes, for instance, PaschÕs axiom
(Hilbert; 1902a, 7). It is certainly not trivial that it is necessary to include this axiom:

PaschÕs axiom. LetA, B, C be three points not lying in the same straight
line and let a linea be a straight line lying in the planeABC and not
passing through any of the pointsA, B, C. Then, if the straight linea
passes through a point in the segmentAB, it will also pass through either
a point of the segmentBC or a point of the segmentAC.

A B

C

a

1.6.7 Conclusion and perspectives on geometrical schemata

Kant wants to showthat andhowEuclidean geometry is possible. By the theory of
schemata we now know how. Kant argues that geometry is our conceptualization of

ÒHvis geometrien virkelig skal v¾re sikker, sŒ mŒ beviset v¾re fri
for enhver form for reference til betydningen af de geometriske
begreber og ligeledes v¾re uafh¾ngig af Þgurer. Vi vil sŒledes kun
anerkende de beviser, hvor alle trin i beviset enkeltvist kun
refererer til foregŒende s¾tninger og deÞnitioner.Ó (Pasch,
Vorlesungen Ÿber neuere Geometrie,1882)

4 / 27



Dedekind (1831-1916):
Begrebsafklaring(1/2)

Ò[I]n the autumn of 1858. As professor in
the Polytechnic school in ZŸrich I found
myself for the Þrst time obliged to lecture
upon the elements of the di!erential
calculus [...] I had recourse to geometric
evidence.Ó

ÒBut that this form of introduction into the di!erential calculus
can make no claim to being scientiÞc, no one (will deny). For
myself this feeling of dissatisfaction was so overpowering that I
made the Þxed resolve to keep meditating on the question till I
should Þnd a purely arithmetic and perfectly rigorous foundation
for the principles of inÞnitesimal analysisÓ

5 / 27



Dedekind (1831-1916):
Begrebsafklaring(2/2)

ÒIt then only remained to discover its [the intermediate value
theorem] true origin in the elements of arithmetic and thus at the
same I time to secure a real deÞnition of the essence of continuity.
I succeeded on Nov. 24, 1858Ó (Dedekind,Essays on the theory of
number, 1963)

Dedekind introducerede (dvs. aritmetiserede) de reelle tal som
(¾kvivalensklasser af) Dedekind snit.
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Hilbert og den aksiomatiske metode

David Hilbert (1862-1943) Ò†ber den
Zahlbegri!Ó er en lille artikel fra 1899.

ÒTrotz des hohen pŠdagogischen und heuristischen Wertes der
genetischen Methode verdient doch zur endgŸltigen Darstellung
und všlligen logischen Sicherung des Inhaltes unserer Erkenntnis
die axiomatische Methode den Vorzug.Ó (Hilbert, 1899)
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De to metoder i samspil

Vi skal se, hvordan den generiske og den aksiomatiske metode
faktisk vekselvirkeri matematikken.

Vi vil se, at ontologisk set er den generiske metode en sŒkaldt
bottom up metode, hvorimod den aksiomatiske er entop down
metode.
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Det ÞlosoÞske grundlag for den generiske metode
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Begreber og objekter

¥ Subjekt-pr¾dikat-domme

Òs er PÓ

er udtryk for basal erkendelse (s er
dommens subjekt ogP
pr¾dikatet).

Dommen bygger bro mellem:
¥ Det abstrakte/begrebslige

(erkendelsen)
¥ Det konkrete/objekterne (verden)

¥ Platons idel¾rehandler (blandt
andet) om dette.

ÒPer er menneskeÓ

ÒPostkassen er r¿dÓ
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Types og tokens (1/4)

¥ Type-token: En vigtigt distinktion imellem
kategori og et element af kategorien.

¥ En type eksempliÞceres af entoken. Token

Type

¥ NŒr vi f¾ldersubjekt-pr¾dikat-dommebenytter vi types
(pr¾dikaterne) og refererer til tokens (objekterne).
Begreberne ÒmenneskeÓ, Òr¿dÓ og ÒhestÓ er eksempelvis
types.
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Types og tokens (2/4)

Brugen aftypesog tokenser
helt fundamental for
erkendelsen.
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Types og tokens (3/4)
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Types og tokens (4/4)
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®kvivalensrelationer (1/4)

Vi siger, at ! er en ¾kviva-
lensrelation overD, nŒr den er
reßeksiv, symmetrisk og
transitiv, dvs. hvis det for alle
elementer iD g¾lder at:

i) x ! x

ii) x ! y medf¿rery ! x

iii) x ! y og y ! z medf¿rer
x ! z

Eksempler

¥ Òhar samme farve somÓ

¥ Òer parallel medÓ

¥ Òer lig medÓ

¥ Òkongruent modulusnÓ

¥ Òer ¾kvipotent medÓ

¥ . . .

Vi betegner med[x] klassen af alle elementer fraD, som er
¾kvivalente medx, det vil sige:

[x] = { y " D | y ! x}
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®kvivalensrelationer (2/4)

!

l 

[| ] 

®kvivalensklassen til linjenl under ¾kvivalensrelationen Òer
parallel medÓ.
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®kvivalensrelationer (3/4)

Lad D v¾re en m¾ngde og! en ¾kvivalensrelation overD. Der
g¾lder nu f¿lgende:

Fact. For allex, y " D har vi, [x] = [ y] eller [x] # [y] = $.

Bevis. Givet x og y fra D g¾lder der, at enten har de mindst et
element til f¾lles, eller ogsŒ har de ingen elementer tilf¾lles. AltsŒ,
enten

[x] # [y] = $ eller [x] # [y] %= $

Hvis det f¿rste er tilf¾ldet, er vi f¾rdige. Antag derfor, at der
Þndesz, som er element i bŒde[x] og [y]. Vis nu Ð som¿velseÐ
at [x] = [ y].
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®kvivalensrelationer (4/4)

Vi har altsŒ:

S¾tning. ®kvivalensklasserne udg¿r en disjunkt forening af hele
m¾ngden.

Givet et m¾ngdeD og en ¾kvivalensrelation!
kan vi gruppereD mht. ¾kvivalent Ôopf¿rselÕ.
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®kvivalensklasser som objekter

PŒ baggrund af en m¾ngdeD og ¾kvivalensrelation! konstruerer
vi [a]. Hvordan kan vi opfatte ¾kvivalensklassen som et objekt?

Vores hŒndtering af de ÔoprindeligeÕ objekterl¿ftes til de nye, da

[a] = [ b] & a ! b.

Vi hŒndterer/opererer med de ÔnyeÕ objekter (nemlig
¾kvivalensklasserne) ved hj¾lp af de ÔgamleÕ objekter
(repr¾sentanterne).

Vi samler alle ¾kvivalensklasserne i
en sŒkaldtkvotient-struktur:

X / ! = { [a] | a " D} .
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®kvivalensklasser og generatorer

En ¾kvivalensrelation! har enkarakteristisk funktion:

! (a, b) =

!
1, hvis a ! b,
0, ellers.

Vi kan parametrisere! :

! a(b) =

!
1, hvis a ! b,
0, ellers.

b

[a]

! a(b)=1

!!

b
! a(b)=0

""

[a]
!!!!

bb
! a(b)=0

""""

SŒledes kan vi (intensionelt) forstŒ en ¾kvivalensklasse som
genereret af eti) paradigmatisk eksempelsamt ii) den tilh¿rende
karakteristiske funktion.
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Naturlige tal somkonceptuelleobjekter
(1/2)

Betegn Òer parvist relateret tilÓ med! N . Det vil sige:

a ! N b & der ekisterer en bijektiv afbildning mellema og b.

Vi forstŒr da et naturligt tal som
bestŒende af

1 Et prototypisk eksempel,

2 Den tilh¿rendekarakteristiske
funktion.
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Naturlige tal somkonceptuelleobjekter
(2/2)

¥ De naturlige tal forstŒr vi som ¾kvivalensklasser givet ved
prototypiske eksempler, f.eks. Þngrene eller det som Hilbert
kaldte de oprindelige tegn og sŒ de tilh¿rende karakteristiske
funktioner.

¥ Netop fordi tallene forstŒs som ¾kvivalensklasser, kan vi
hŒndtere tallene ved deres repr¾sentationer, for eksempel
prototyperne.

¥ Vi kan operere med de naturlige tal som objekter, ligesom vi
opererer med alle andre typer af objekter. Vi kangenkende,
adskille, konstruere, unders¿geog brugedem.
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Kant (1724-1804) om tallene (1/2)

Distinktionen imellem tal (som ¾kvivalensklasser)
og repr¾sentationer er at Þnde i en mere generel
version i Kants erkendelsesteori, hvor der skelnes
imellem begreber og anskuelser:

ÒTanker uden indhold er tomme, anskuelser uden begreber er
blinde.Ó (Kant,Kritik af den rene fornuft, A 51/B 75)

Distinktionen imellem tal som types og repr¾sentationer heraf
forklarer if¿lge Kant, hvordan vi l¾gger to tal sammen. Dette viser
yderligere Ð if¿lge Kant Ð hvorfor eksempelvis 5+ 7 = 12 er en
syntetisk (altsŒ ikke-tautologisk) s¾tning (se n¾ste slide).
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Kant (1724-1804) om tallene (2/2)

Begrebettolv er pŒ ingen mŒde alle medt¾nkt, nŒr jeg t¾nker pŒ
foreningen af syv og fem. Jeg kan analysere mit begreb om en
sŒdan forening sŒ meget, jeg vil, og alligevel st¿der jeg ikke pŒtolv
i det. Man mŒ altsŒ gŒ hinsides begrebet og g¿re brug af den
anskuelse, der svarer til det ene af de to tal, eksempelvis sine fem
Þngre eller (som Segner i sin aritmetik) fem punkter, hvorefter man
led for led tilf¿jer enhederne i de i anskuelsen givne fem til
begrebet syv. Jeg tager altsŒ f¿rst tallet 7, og idet jeg for begrebet
5 tager min hŒnds Þngre til hj¾lp som anskuelse, tilf¿jer jeg nu til
mit billede de enheder, som jeg f¿r har bragt sammen for at danne
tallet 5, den ene efter den anden til tallet 7, hvorpŒ jeg ser tallet
12 tr¾de frem. (Kant,Kritik af den rene fornuft, B 15-6)
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Addition gennem tokens/repr¾sentanter

5 7 12

s¾tte efter hinanden

!

! !

25 / 27



Hvad har vi indtil nu opnŒet?

Generelthar vi set, at:

¥ Et basalt element i erkendelsen er distinktionen imellem types
og tokens.

¥ ®kvivalensrelationer g¿r det muligt at:
" Operere med typessomtokens
" At forstŒ h¿jere-ordens-objekter ved hj¾lp af i)

lavere-ordens-objekter og ii) den karakteristiske funktion

Mere speciÞkthar vi set, hvordan naturlige tal:

¥ BŒde kan v¾re types og tokens

¥ Kan forstŒs som konceptuelle objekter
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Generelt om den generiske metode

¥ Types,

¥ tokens og

¥ konstruktion af ¾kvivalensklasser

gennemsyrer Ð som vi nu skal se Ð den generiske opbygning af
tallene: N, Z, Q og R.
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