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I artiklen “Uber das Unendliche” beskriver David Hilbert (1862-1943) i ret ud-
forlige detaljer sin matematikfilosofi og mere specifikt sit program i forhold til
at komme vanskelighederne vedrgrende matematikkens grundlag til livs. (Hilbert,
1926).

Det uendelige spiller naturligvis en stor rolle i matematikken, og Hilbert mener,
at matematikken pd mange mader nermest er karakteriseret ved at vare studiet
af det uendelige. Som Hilbert beskriver det, er det uendelige ikke realiseret i den
fysiske verden. Det er kun inden for matematikken, at vi ved hjalp af idealiseringer
kan handtere det uendelige. Men det er selvfglgelig pa ingen made selvindlysende
eller pa anden made simpelt, hvordan dette skal ggres, og Hilbert er opmarksom
pa, at de problemer man stgdt pd med hensyn til matematikkens grundlag meget
vel kan skyldes, at man endnu ikke helt har forstéet det uendeliges natur og rolle i
matematikken.

Pa et overordnet plan mener Hilbert, at den matematiske metode helt generelt
bestar af en regressiv og en progressiv del. Den progressive del giver anledning til
nye objekter og begreber i matematikken. Matematikken ekspanderer som viden-
skab, men det er pa baggrund af den regressive metode, at vi skal sikre, at det ikke
gar galt. Centralt i den progressive metode star det, som Hilbert kalder, introduk-
tionen af ideale elementer.

Hilbert mente at de ideale elementer grundleggende har til opgave at: Syste-
matisere, generalisere, skabe sammenhang, fuldstendigggre og afslutte matema-
tikken. Men de spiller ogsa en central rolle i forbindelse med opdagelser og forkla-
ringer.

Nedenfor gennemgés en leengere reekke eksempler pa brugen og introduktio-
nen af ideale elementer i matematikken. Det kan — for at komme en forstaelse af
ideale elementer nzrmere — veere relevant at kigge pa disse eksempler samt disku-
tere, hvorledes eksemplerne illustrerer de ideale elementers rolle i forbindelse med
udviklingen af matematisk viden:

Eksemplerne er:



1. Brugen af indivisibler i den fgrmoderne matematik.

2. Introduktionen af reelle og komplekse tal.

3. Projektiv geometri, som fuldstendigggrelsen af euklidisk geometri.
4. Udvalgsaksiomet.

5. Frembringende funktioner.

1 Indivisibler

Introduktionen af indivisibler kan pa flere mader ses som en introduktion af et
idealt element. I dag ved vi, at i antikken benyttede i hvert fald Archimedes (ca.
287-212 £.Kr) sig af indivisibler, selv om dette ikke fandt vej til de mere ‘offici-
elle’ tekster. Men brugen af indivisibler bryder pa flere mader med det, vi kunne
kalde for Det graeske paradigme. Ikke desto gjorde man altsa brug af indivisibler i
antikken.

Vi skal i dette eksempel se, hvordan Archimedes pa to forskellige mader finder
arealet under en parabel. Den fgrste made findes i den ‘officielle tekst’, Parablens
kvadratur (Archimedes, 1897, 233-252), og gor brug af det, vi kalder for et udtgm-
ningsbevis. Det andet bevis findes i teksten Om metoden (Archimedes, 1912). Det
er veerd at bemarke det elegante og den direkte tilgang, som de sidste bevis har. Og
det er ogsa veerd at bide merke i Archimedes’ egen kommentar: Det er ved brug af
denne anden metode, at resultaterne rent faktisk findes.

1.1 Archimedes’ udtgmningsbevis

Archimedes’ ‘officielle’ tekst ggr ikke brug af indivisibler, og det holder sig derved
inden for det graeske paradigme. Lad os fgrst se, hvordan parablens kvadratur lgses
uden brug af indivisibler. Bagefter kigger vi pa brugen af indivisibler til Igsningen.

Den oprindelige teksten er Parablens kvadratrur’, og den ender med fglgende
setning:

Proposition 24. Every segment bounded by a parabola and a chord
Qg is equal to four-thirds of the triangle which has the same base as
the segment and equal height.



(Archimedes, 1897, 251)

Et vigtigt lemma for beviset af parablens kvadratur er s@tning 23, som siger at
givet en fglge af arealer A,B,C,D,...,Z, hvor A er det stgrste og alle arealerne er
fire gange sa stor, som det neste areal i fglgen, sa gelder der fglgende lighed:

A4+B+CH...+Z+1/3Z =4/3A.

Vi beviser ikke s@tning 23 her, men et bevis for s@tning 24 (parablens kvadratur)
er fglgende:

Dan AABC og del den i de to rette trekanter AADC og ABDC (se nedenstaen-
de figur). Kald midten af AD for H og konstruér midtnormalen HE.

Keglesnitsleren siger EG = 1/2GH. Dette medfgrer at forholdet mellem NAEG
og AAGH er 1/2, hvilket ogsa ggr sig geldende for forholdet mellem AGEC og
AHGC. Dette giver
1 1
NAEC = 3 NAHC = 3 NABC

Af symmetri-grunde har vi:

1
AAEC+ ABFC = 1 AABC.



Hvis vi forts@tter denne made at halvere korden pa, far vi en samling trekanter,
hvis arealer vi kan skrive op som en fglge:

1 1
NABC, 7 AABC, 15 AABC.,... (1)

Lad X betegne det efterspurgte areal, det vil sige X er parablens kvadratur. Yderli-
gere s&tter Archimedes K til at vaere % A ABC. Heraf kan vi trivielt slutte:

K<XYellerK=%XellerK > Y.

Men nu ‘gatter’ Archimedes pa, at K faktisk er lig X. At dette faktisk ogsé er
tilfeldet vises nu ved et et dobbelt-modstrids-bevis; altsa han viser, at hverken den
forste eller den sidste mulighed gelder.

Antag ¥ < K. Ovenfor s vi, hvordan det at halvere korden gav anledning til
folge af arealer (se formel 1). Lad nu §,, vere den n-te sum af denne fglge. Denne
sum bestar af arelaer, som ligger under parablen. Vi har altsa:

1 1
S,,:AABC+ZAABC+---+EAABC<Z.

Velg en fglge S,, sddan at det sidste led, kald det X, i fglgen er mindre end
forskellem mellem K og X, dvs:

K-YX>X

Fra lemmaet (s@tning 23) har vi, at
4 1 1
K= §AABC: AABC + 1 AABCH+---+X+ §X.

Men herved kommer AABC + % ANABC+---+X = S, til at overstige X, hvilket er
en umulighed, da afsnitssummen altid ligger indenfor parablen.

Pa lignende giver antagelsen om K < X ogsa en modstrid.

Derved kan Archimedes slutte, at ¥ = K = % AABC.

1.2 Archimedes’ bevis ved brug af indivisibler

Lad os nu kigge n@rmere pa, hvordan Archimedes’ bevis ved brug af indivisibler
forlgber. I ‘forordet’ til teksten Om metoden skriver Archimedes til Erastosthenes
(en elev af Archimedes):



I sent you on a former occasion some of the theorems discovered by
me, merely writing out the enunciations and inviting you to discover
the proofs, which at the moment I did not give. The enunciations of
the theorems which I sent were as follows.

(Archimedes, 1912, 13)

I teksten presenterer Archimedes en ‘metode’ til sin elev, og denne metode kan
siges at vere karakteriseret ved fglgende:

1. Brug af et veegtstangsprincip, sa arealer kan ‘vejes’.

2. Arealet af en figur i planen forstas som (samlingen) af alle parallelle linjestyk-
ker, der sa at sige udggr figuren.

Lad os se, hvordan denne metode bliver brugt i Archimedes’ bevis for parab-
lens kvadratur

Lad parabelbuen AB vere givet og konstruér tangenten til B. Forleng denne til
K, sadan at O bliver midtpunkt til BK (OK = OB). Konstruér DE parrallel til AO.
Fra keglesnitsleren har vi:

CD:ED=AD:AB

CD:ED=OE : OB

Dette medfgrer:
CD:ED=OE : OK

‘Heng’ nu CD ud pa K. Ved vagtstangsprincippet er CD nu i ligeveegt med ED
(ophengti E).

Ggr nu det samme for alle ordinaterne. Derved far vi, at haeenges alle ‘stykkerne’
under parabelbuen op i K, sé balanceres dette af ABOA.



Da S er medianernes skaringspunkt, kan vi se S som ligevegtspunktet for
ABOA. Derved kan vi forsta ABOA som ophangt i F. Archimedes kan nu relativt
simpelt konstatere at OK = 30F og at ABOA = 4 A\ AT B, hvor man far

1 4
Y= gABOA = §AATB.

Bemerk, hvor simpelt, elegant og direkte indivisibel-beviset er. Bemaerk ogsa,
at Archimedes navner, at det netop er indivisblerne, som har en afggrende betyd-
ning i forhold til at opdage s@tningerne.

1.3 Torricellis tragt

Torricellis tragt er et andet godt eksempel pa indivisblernes elegance. Toricellis
tragt er en uendelig figur med et endeligt volume men en uendelig overflade. Der
er to forskellige beviser for, at dette faktisk er tilfeldet: Et bevis, som benytter indi-
visibler (og det sékaldte Cavalieris princip) og sa et udtgmningsbevis. Se (Mancosu
og Vailati, 1991) for en gennemgang af dette.
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2 De reelle og komplekse tal

Matematisk fik man imidlertid aldrig helt styr pa indivisiblerne. Men de var gode til
generelt at skabe orden og sammenh@ng i de betragtninger, man gjorde sig inden



for rekkerudviklingen og inden for integral- og differentialregningen. Konvergens-
betragtningerne gik op. Men matematisk set fik man ikke de precise formuleringer
pa plads, og man matte ty til forskellige mulige (og umulige) intuitioner.

Med den sakaldte aritmetisering af de reelle tal kom grundlaget for disse i den
sidste halvdel 1800-tallet endeligt pa plads. Konvergensbetragtninger pa baggrund
af de reelle tal sendte indivisiblerne pa pension og sikrede brugen af eksempelvis
uendelige rekker. De reelle tal skabte i den grad orden.

De reelle tal introduceres typisk som Dedekindsnit eller som Cauchyfglger.

I 1
T
V2

R

v
3

Dedekindsnit og Cauchyfglge. Illustrationer fra Wikipedia.

Lad os kigge pa eksemplet med Cauchyfglger. En fglge af rationelle tal xj,x7, . ..
er en Cauchyfplge, hvis der for ethvert € eksisterer et N saledes, at for alle n,m > N

|Xn — x| < €

Vi danner nu klassen Cau af alle Cauchyfglger, og pa baggrund af denne klas-
se kan vi konstruere de reelle tal, som @kvivalensklasser af Cauchyfglger. Vi har
saledes brug for &kvivalensrelation! mellem Cauchyfglger. Vi siger, at to Cauchy-
folger (a,) og (by) er @kvivalente, hvis deres forskel er 0 i greensen; altsa:

(an) ~ (by) & lim(a, —by) =0

Fra klassen Cau af Cauchy-fglger konstrueres de reelle tal som @kvivalens-
klasser:

[(an)] = {(by) € Cau | (ay) ~ (bn)}.

Vi siger, at ~ er en ekvivalensrelation over D, nér den er refleksiv, symmetrisk og transitiv, dvs.
hvis det for alle elementer i D gelder at:

i) x~x
ii) x ~y medfgrer y ~ x

iii) x ~y ogy ~ z medfgrer x ~ z



Bemerk, et reelt tal er generelt en ret uendelig stgrrelse: Dels er enhver represen-
tant” for et reelt tal en uendelige fglge, dels har hver &kvivalensklasse uendeligt
mange elementer.

Vi definerer regneregler pa de reelle tal. Lad x og y vere reelle tal. Velg (a,) i
x og (b,) iy; vi definerer da

x+y = [(an+Dbn)]
x-y = [(anbn)]
0 = [(0)]
L= [(1)]

Vi kan ligeledes definere < for de reelle tal. Og derved bliver det muligt at bevise,
selv om det er langt bevis, at

R = (Cau/~,+,-, <)

er et fuldsteendigt ordnet arkimedisk legeme. Altsa fuldstendigt, uden infinitisima-
ler med Q teet i R.

Vi har lige set et eksempel pa det, man inden for algebraen kalder for den
generiske metode: Man konstruerer pa baggrund af nogle allerede givne objekter (i
dette tilfaelde de rationelle tal) nogle nye objekter (i dette tilfaelde de reelle tal) ved
at lave en kvotientstruktur. Pa denne made konstrueres de reelle tal nede fra og op.
Det er derfor det kaldes for aritmetiseringen af analysen.

Generelt opstar objekter som @kvivalensklasser af mere simple objekter. Vi
kan konstruere de hele tal, de rationelle tal, de reelle tal, de imaginere tal pa denne
made.

Akvivalensrelationer star saledes centralt og enhver @&kvivalensrelation ~ har
en karakteristisk funktion:

1, hvisa~b,
x(a,b) = { 0, ellers.

Vi kan parametrisere (:

1, hvisa~b,
Xa(b) = { 0, ellers.

Saledes kan vi forsta ¥, som en funktion, der netop sender alle b over i a’s &kviva-
lensklasse, dersom b er a&kvivalent med a.. Dette kan illustreres pa fglgende made:

ZEn reprasentant er i dette tilfzelde en Cauchyfglge, som si at sige generere en kvivalensklasse.



Xu(b)zl

|
C b Xa (b) =0 ]

Pa denne led kan vi (intensionelt) forsta en aekvivalensklasse som genereret af et i)
paradigmatisk eksempel samt ii) den tilhgrende karakteristiske funktion. Sa nar vi
generelt inden for algebraen konstruerer nye objekter ved hjelp af den skitserede
kvotientkonstruktion, sa kan vi forsta de nye objekter — i vores tileelde de nye tal —
som bestaende af:

1. Et prototypisk eksempel,
2. Den tilhgrende karakteristiske funktion.

Det afggrende i dette tilfeelde er fglgende. Nar vi konstruerer Z og Q pa denne
made, sé er de karakteristiske funktioner afggrbare. Det vil sige, at der findes en
algoritme sadan at givet eksempelvis to rationelle tal g; og ¢», sa afggr algoritmen
i et endeligt tidsrum om g er lig ¢, eller ej. Men i mods&tning til de naturlige og
rationelle tal, sa er lighedsrelationen mellem reelle tal ikke afggrbar. Og dette skyl-
des netop det faktum at vi generelt forstar reelle tal som nogle uendelige stgrrelser.
Og som sadan er de altsa ogsa at forsta som ideale elementer.

Det fglgende er et eksempel pa et umiddelbart uafggrbart spgrgsmal vedrgren-
de reelle tal. Lad R(n) sta for: “De n — 99 til n decimaler i T er alle 9-taller”. Det
vil sige, hvis der eksisterer et n sadan at R(n) faktisk er sand, sa eksisterer der 100
9-taller i treek et sted i decimaltalsudviklingen af . Man ved i dag ikke, om dette
faktisk er tilfeeldet eller ej. Definér nu:

(27" hvis Vk<noR(k)
=N 2% hvis k<n og R(k) og Vp < k—R(p)

Vi kan nu faktisk ikke afggre om (a,) er element i O eller ej. Akvivalensklassen til 0
kan vi med andre ord ikke skarpt afgreense. Séledes er de karakteristiske funktioner
til &kvivalensklasserne i R ikke — som i tilfeeldene N, Z og Q — afggrbare.

De reelle tal er altsa selv ideale elementer. De er uendelige og det er ikke alle
egenskaber ved dem, vi generelt kan afggre. Men de skaber en sammenhang og
fuldsteendigggrer: Vi kan lave fglger af rationelle tal, som ikke konvergerer til noget



rationelt tal, men som kun konvergerer til et reelt tal. Der findes altsa ‘huller’ i Q.
Tilfgjer vi derimod de irrationelle tal fuldstendigggres tallene: En hvilken som
helst konvergent fglge af reelle tal konvergerer til et reelt tal. Tallegemet afsluttes
med tilfgjelsen af de reelle tal.

2.1 De komplekse tal

Hilbert naevner selv de komplekse — eller som de ogsa hedder imagincere tal som et
eksempel pa ideale elementer. Nar vi introducerer de komplekse tal bliver teorierne
p@ne og harmoniske, og tingene gar sa at sige op. De komplekse tal konstrueres
ud fra de reelle. Lad C er m@ngden af alle komplekse tal hvilke har formen a + bi,
hvor a og b er reelle tal og i = /—1. Med de komplekse tal bliver det muligt,
eksempelvis, at vise:

Algebraens hovedsatning. Ethvert polynomium af grad »n
px) =x"+arxX™ +ax™ + - +ar_1x+a

har n rédder i C.

3 Projektiv geometri som fuldsteendiggorelsen af eukli-
disk geometri

Vi kan forsta projektiv geometri som en fuldsteendigggrelse af euklidisk geometri.
Punkter og linjer i det uendelige tilfgjes, hvorved det frugtbare dualitetsprincip kan
bevises.

Den projektive geometri opstod blandt andet pa baggrund af de diskussioner
man i matematikhistorien havde omkring det euklidiske parallelaksiom. Lad os
prove at kigge pa teorierne i en moderne formulering og derfor introducerer vi det
affine plan og dets aksiomer. Dette plan forstar vi, i fgrste omgang, som et euklidisk
plan, bare uden begreberne afstand, vinkel og koordinator.

Vi arbejder med linjer og punkter og et punkt A ligger enten pa [ eller ogsa ggr
det ikke. To linjer er parallelle, hvis de ingen punkter har tilfelles, og to eller flere
punkter er kolinecere hvis der findes en linje, hvorpa punkterne ligger. To eller flere
linjer siges at vaere konkurrente, hvis de alle har et punkt tilfelles.

Den affine plan bestar af punkter og linjer, samt en bestemt relation imellem
disse. Punkterne udggr en mengde og linjerne er delmangder af denne mangde.
Den affine plan opfylder tre aksiomer:

Al Givet to punkter A og B eksisterer der netop en linje, som indeholder A og B.

10



A2 Givet en linje [ og et punkt A, som ikke ligger pa [, da eksisterer der netop
en linje, som er parallel med / og som indeholder A.

A3 Der eksisterer tre punkter, som ikke er kolineere.

Den mindste (og endelige) affine plan bestar af fire punkter A,B,C og D og
linjerne imellem disse punkter. Det vil sige linjerne AB,AC,AD,BC,BD,CD. Det
er ikke svert at overbevise sig selv om, at denne konfiguration af punkter og linjer
opfylder aksiomerne A1-A3; f.eks. er AC og BD parallelle.

Den projektive plan kan ses som fuldst®ndigggrelsen af den affine plan. Det
far vi at se om lidt. Men lad os f@rst give aksiomerne for den projektive plan.

P1 Givet to punkter A og B eksisterer der netop en linje, som indeholder A og B.
P2 To linjer / og m mgdes altid i et punkt.
P3 Der eksisterer tre punkter, som ikke er kolineare.

P4 Alle linjer bestéar af mindst tre punkter.

Givet den mindste affine plan, som vi sa ovenfor, sa kan vi nu konstruere den
mindste projektive plan pa baggrund heraf. Vi bibeholder de fire punkter A, B, C og
D. Men en linje i den projektive plan bestar af mindst tre punkter. Derfor tilfgjer vi
til linjen BA punktet P. Linjen hedder sa BAP. I den affine plan var BA og CD paral-
lelle. Men i den projektive plan har to linjer et punkt tilfeelles. Derfor forlenger vi,
sa at sige, CD til P, sadan at den ‘nye’ linje i den projektive plan hedder CDP. Fra
den affine plan har vi linjerne AD og BC, som der var parallelle. Dem forlenger vi
i den projektive plan til R. AD og BC var parallelle i den affine plan. Men lad dem
mgdes i et ‘nyt’ punkt Q. Den konstruerede konfiguration bestar af syv punkter og
syv linjer. Alle linjer har tre punkter og alle punkter tilhgrer tre linjer. Og det er
ikke svert at tjekke, at konfigurationen opfylder aksiomerne P1-P4.

Man kan forstd det affine plan som det projektive plan minus en linje. Rent
faktisk giver ethvert projektiv plan anledning til en affin plan, nar man trekker en
men kun en linje ud af den projektive plan.

Seaetning. En projektiv plan minus en linje er en affin plan.

Lad en projektiv plan © vere givet. Vi sa i det foregaende eksempel at © mindst
indeholder syv linjer; kald de tre af dem for /,m og n. Givet P2 har vi, at [ skarer
alle linjer i et punkt, og derfor vil alle linjer miste et punkt, nar vi skeerer / ud af 7.
Lad os sige, at A er skeringspunktet mellem m og / i 7. Vi efterviser nu A1-A3.
Al. Da m opfylder P1 sa opfylder = — I ogsa P1, som er det samme som Al.
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A2.Lad P vare et punkt i —/, sadan at P ikke ligger pa m. Vi skal vise, at der
findes en linje i T — [, sddan at denne linje er parallel til m. I & er punktet A der hvor
m og [ skerer hinanden. Dan nu i & linjen AP. Denne har mindst tre punkter, kald
det tredje Q. Nar vi skerer / ud af &, sa er PQ en linje i © — [, blot uden punktet A.
PQ er parallel til m, da deres eneste skaringspunkt i T er skaret ud i ©— 1.

A3. Da to linjer m og n ifglge P1 bestar af mindst to punkter hver ikke pa [,
eksisterer der tre ikke-kolineare punkter i T — /.

3.1 Dualitetsprincippet

Vi kan altsa forsta den projektive plan som den affine plan tilfgjet en ekstra linje:
En linje vi kunne kalde for linjen i det uendelige. Pa denne led ‘afsluttes’ den affine
plan pa en serlig made, hvilket giver den en ganske serlig egenskab, som kommer
til udtryk i det, man kalder for dualitetsprincippet. Hvis man i et geometrisk ud-
sagn o inden for den projektive geometri bytter om pa punkt og linje og vender
relationerne om, sa far man det man kalder det duale udsagn kaldet oux. T o bytter
man altsd “punkt” ud med “linje”, og “linje” ud med “punkt”, “konkurrens” ud
med “kolinearitet”, “ligger pa” ud med “indeholder” osv. sa far man altsa det duale
udsagn ox. Man kan vise, at hvis o geelder i den projektive geometri, sa galder
ax. Det er for eksempel relativt nemt at tjekke, at de duale udsagn til aksiomerne
geelder.

Princippet er selvfglgelig et meget brugbart og frugtbart princip: Nar man har
bevist en s@tning, har man i virkeligheden bevist to.

Pappus’ satning, som siger, at givet to linjer / og [’ med tripler af punkter
(A,B,C) og (A',B',C") respektivt; givet linjer til de modstiende ‘alternerende’
punkter (se figur), sa vil skeeringspunkterne P, Q, R vere kolineare.

b £

Pappus’ \M}@

A B o L

Pappus’ setning gelder ikke i alle projektive geometrier. Men i de geometrier, som
den galder, der geelder det duale udsagn ogsa.
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Den duale Pappus-konfiguration.

4 Udvalgsaksiomet

I 1904 introducerede den tyske matematiker Ernst Zermelo (1871-1953) udvalgs-
aksiomet. Zermelo arbejdede i Gottingen og var under sterk indflydelse fra Hilbert.
Udvalgsaksiomet var forsavidt blevet brugt, omend implicit, af matematikere fgr
Zermelo, men Zermelo var den fgrste til at indse aksiomets fundamentale betyd-
ning, idet Zermelo paviste, at aksiomet var ngdvendigt for at bevise, at enhver
mangde kan velordnes (velordningssatning). Tidligere, i 1883, havde Georg Can-
tor (1845-1918) hevdet, at setningen om velordning var en gyldigt princip, men
det lykkedes aldrig for Cantor at bevise princippet. Det var Zermelos fortjeneste
at formulere det generelt yderst frugtbare udvalgsaksiom samt vise, hvorledes vel-
ordning baserer sig pa udvalgsaksiomet. Som vi kan se pa nedenstaende liste af
konsekvenser af aksiomet, er dette virkelig et aksiom, som er frugtbart og som
afslutter og ggr ‘tingene’ paene.

Udvalgsaksiomet siger, at til en samling af ikke-tomme mengder, sa kan vi
udplukke netop et element fra hvert af mangderne. Eller sagt lidt mere formelt:
Give Figur fra wikipedia: “Banach-Tarski Paradox™. t en samling {S; | i € I} af
ikke-tomme mangder, eksisterer der en valgfunktion f sadan at

f1—JS:, fli)eSs: foralleicl.

Konsekvenser af Udvalgsaksiomet:

e Enhver m@ngde kan velordnes.

e Ordning efter kardinalitet er en total ordning. Altsa: givet to maengder A og
B sa er kardinaliteten af de to enten den samme, eller ogsa er kardinaliteten
af den ene mindre end den anden.
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e Ethvert vektorrum har en basis.

e Hahn-Banachs s@tning: En lineer funktional, defineret pa et delrum af et
vektorrum, som er begrenset af en seminorm, kan udvides til en linear funk-
tional, begranset af samme seminorm, pa hele rummet.

e Zorns Lemma: Alle partielt ordnede mangder A, hvor enhver kade (dvs.
totalt ordnet delmangde) har en gvre grenser i A, indeholde mindst et mak-
simalt element x. At x € A er maksimalt vil sige, at for alle y € A gelder der,
at x <y medfgrer x = y..

o Ethvert legeme har en algebraisk udvidelse, som er algebraisk afsluttet. At et
legeme K er algebraisk afsluttet vil sige, at ethvert polynomium i en variabel
af grad > 1 med koefficienter i K har rgdder i K.

e Tychonoffs Satning. Produktet af enhver samling af kompakte topologiske
rum er kompakt.

Det er veerd at bemearke, at Udvalgsaksiomet saledes har helt centrale resultater
spredt bredt udover matematikken: Generel mengdelare, funktionalanalyse, topo-
logi, algebra. Mange andre matematiske discipliner nyder ogsa godt af aksiomet.

Men man skal ogsa vide, at der fglger ogsa sakaldte paradokser, eksempelvis
det sakaldte Banach-Tarski paradoks.

Figur fra wikipedia: “Banach-Tarski Paradox”.

5 Frembringende funktioner

Lad os forestille os, at vi er givet en fglge af tal ag,ay,as,.... Spgrgsmalet er nu:
Hvordan kan vi pakke alle disse tal ned i et objekt, som sa at sige husker alle disse
tal? Et svar pa spgrgsmalet kunne vere frembringende funktioner Frembringende
funktioner gar tilbage til Laplace.

At frembringende funktioner er et eksempel pa de idealer elementer er ikke et
eksempel, som Hilbert giver. Men det kunne det lige sa godt have veret. Eksemplet
bergrer nemlig noget helt centralt og noget meget generelt ved den matematiske
metode: Indlejring af ‘simple” problemer i en ‘kompleks ‘kontekst’, hvorved det
simple problem lgses.
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Frembringende funktioner benyttes mange steder i matematikken. Blandt andet
inden for: talteori, sandsynlighedsregning, kombinatorik, kombinatorisk analyse.
Imidlertid er det essentielle, at indlejre et simpelt problem i et mere komplekst.

Definition. Hvis (a;) er en fglge af tal, sa er den frembringende funktion for (ay)
den (formelle) potensrekke:

o n
PR) =Y ad = (Y &),
k=0 k=0 -

hvor z typisk er kompleks.

Bemzark, at definitionen skal forstas som en uendelig fglge af endelige sum-
mer. Dette er det formelle aspekt af ‘objektet’: Vi vil sddan set undga spgrgsmalet
vedrgrende om raekken er konvergent eller ej. Det er ikke det, som er det relevante i
denne sammenhang. . Det centrale er altsa, at det er en formel potensreekke. Det er
ikke det, at der skulle veere noget funktions-agtigt over udtrykket, ej heller, at der
skulle vaere noget frembringende over det — men det er udelukkende det, at der er
tale om en fglge af endelige summer (og derved bekymrer vi os ikke det fjerneste
om konvergens). Det er dette aspekt, som er det metodiske trick her. Sa i mange
tilfeelde vil man betragte P(z) som et formelt (eller blot et symbolsk) objekt.

Det helt generelle problem, som man kunne vere interesseret i at Igse med de
formelle potensrakker — altsda med de frembringende funktioner er: Lad (ay) vere
en rekursiv fglge, dvs.:

ar =q1ax-1 +q20r2+ -+ qaQk—q.

Problemet bestar nu i, at finde et sakaldt lukket udtryk for a;; dvs. hvordan nar vi
frem til en funktion g, sadan, at g(k) = a, og sadan at g direkte giver dette, uden
at skulle regne alle de forgaende tal i fglgen ud.

Motivation for at finde et sddan udtryk kunne vere:

e Hvad er fglgens sammenhzang til resten af matematikken?
e Hvad er fglgens asymptotiske opfgrsel?

e (Insket om en mere effektiv beregning af det k-te element.

Lad os give et eksempel pa brugen af frembringende funktioner. Fibonacci
[Leonardo af Pisa (1175-1250)] tallene beskriver ideelle populationer:

0123456 7 -+ 10 - 14 - 20

0112358 13 --- 5 - 377 --- 6765

Lad f vere den elementere talteoretiske Fibonacci-funktion:
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f(0)=0, f(1)=1ogforn>2,f(n)=f(n—1)+ f(n—2).

Dette er en rekursiv definition af Fibonaccitallene, og spgrgsmalet gar nu ud pa, at
finde et lukket udtryk for f : N — N. Problemet er selvfglgelig: Hvordan finder
man lige pa det? Lgsningen — som vi straks skal se — er kompliceret. Og det er et
godt spgrgsmal, hvordan man finder frem til den lgsning.

Szt = 1+‘[ og ¢ =1 2‘6. Sa er J. Binets formel fra 1843 er:

Induktionsbevis. f(0) =0 og f(1) = 1. Lad nu n > 0. Bemark, at ¢>* = ¢+ 1 og
@)2 = (T>+ 1. Saledes har vi

fln+1) = f(n)+f(n—1)
((I)n (b ) \f((bn_] _(’I‘)n—l)
— 1 ( O+ 0" 1 (q)n_i_('f)nfl))
(¢n+1 ¢n+l)

Men det vanskelige spgrgsmal er nu: Hvordan finder man frem til Binets for-
mel?

Det er klart, at induktionsbeviset viser, at Binets formel er korrekt, men det
giver ikke megen information, som kan fortelle om opdagelsen. Eller som kan for-
telle os hvorfor er formlen korrekt? Dertil har vi brug for de frembringende funk-
tioner — de ideale elementers metode. Og til dette er de frembringende funktioner
storslaede.

Vi definerer fgrst pa hele Z.

Lad [n = 1] vere karakteristisk funktion for “n er lig 17, dvs:

=1 = I, hvisn=1,
TZUTY 0, ellers,

51

Sl %\

Lad [ > 0] veere en tilsvarende karakteristisk funktion. Vi kan nu definere f pa een
formel, sadan at for alle hele tal n:

f(n) = [n> 01 (f(n—1)+ f(n—2)+n=1]).

Lad os danne den frembringende funktion for f:



Og brug sa en-linjes-definitionen af f.

oo

Flz) = ZO<[”>0](f(”—1)+f(n—2)—|—[n:1])){‘

oo

= Y -0+ Y -2+ Yln=1e
n=0 n=0

n=0

= i"f(n)z”+1 + f:f(n)zn+2 +z
n=0 n=0

= sz(n)z” + 22 Zf(n)z" +z
n=0 n=0
= F)(z+22)+z
Isolering af F(z) giver:

Z
F(z)= Fp—
Vi rekkeudvikler nu F. Og smider alle de komplekse udtryk vak. Det vil sige,
vi gar fra det komplekse tal tilbage til de reelle. Dermed far vi hurtigt vores gnskede
lukkede udtryk.
Lad ¢ og ¢ vaere som fgr. Da F(z) er en rationel funktion, kan den (for |z| tat

pé 0) udvikles som partialbrgk:

F(Z):%<1—l¢z_1—l¢z>‘

De to indre brgker kan udvikles som geometriske rekker:

1 = 1 &
1 —(I)Z - ngz)(q)Z) 5 1— (,I\)Z = r;)(q)Z)
Dermed far vi: .
F)=Y —=(¢"-¢")

Binets formel blev fundet i en tid hvor man netop var begyndt at bruge analyti-
ske metoder inden for talteori og kombinatorik: Fgrst Euler (1707-1783), siden
Dirichlet (1805-1859). Men lad os kigge lidt pa den aymptotiske udvikling af ud-
trykket.

Binets formel forteller os, at:



Eksempelvis:
£(10) =55, hvor 2~ 55,0036
£(11)=89, hvor - ~88,998.

Vi introducerede Fibonaccitallenes frembringende funktion ved at indlejre et
simpelt problem i en kompleks sammenha@ng omkring en fglge af endelige sum-
mer, hvor vi netop undlod at bekymre os om konvergens og pa sin vis blot betrag-
tede udtrykket som et formelt udtryk. Denne indlejring muliggjorde opdagelsen af
udtrykket og dermed Fibonaccifglgens sammenh@&ng med eksempelvis det gyld-
ne snit og analysen generelt. Og udtrykket er virkelig frugtbart: Det var ved hjelp
af dette lukkede udtryk, at Matiyasevich i 1970 til 1gsningen af Hilberts sdkaldte
tiende problem.

Man kan diskutere i hvilken udstraeekning, der findes forklaringer i matematik-
ken. Men det virker imidlertid klart nok, at hvis vi sgger en forklaring pa, hvorfor
Fibonaccifglgen har det lukkede udtryk, som den faktisk har, s er det ikke induk-
tionsbeviset vi skal kigge pa. Dette bevis giver os ingen forklaringer — men man
kunne havde at det komplekse bevis via den frembringende funktion var et skridt
pé vejen.

En generel satning

I tilfeldet med rekursive fglger, giver frembringende funktioner os faktisk en ge-
nerel metode, som i princippet altid virker:

1. Skriv ned i en enkelt ligning den rekursive fglge g;,.

2. Opskriv den frembringende funktion G(z) med udgangspunkti 1.

3. Udvikl G(z) i en formel potensrakke og aflees koefficienterne til z”.

Den generelle s@tning siger, at et lukket udtryk kan findes til en hvilken som
helst rekursiv fglge.

Dette viser virkelig en styrke ved den ideale metode med anvendelse af komp-
les analyse til at 1gse problemer vedrgrende rekursive fglger er natulige tal
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